Cylindrical shell buckling: a characterization of localization and periodicity by Hunt, G.W. et al.
C e n t r u m  v o o r  W i s k u n d e  e n  I n f o r m a t i c a
 Modelling, Analysis and Simulation
Cylindrical shell buckling: a characterization of 
localization and periodicity
G.W. Hunt, G.J. Lord, M.A. Peletier
REPORT MAS-R0216 JUNE 30, 2002
MAS
Modelling, Analysis and Simulation
CWI is the National Research Institute for Mathematics and Computer Science. It is sponsored by the 
Netherlands Organization for Scientific Research (NWO).
CWI is a founding member of ERCIM, the European Research Consortium for Informatics and Mathematics.
CWI's research has a theme-oriented structure and is grouped into four clusters. Listed below are the names 
of the clusters and in parentheses their acronyms.
Probability, Networks and Algorithms (PNA)
Software Engineering (SEN)
Modelling, Analysis and Simulation (MAS)
Information Systems (INS)
Copyright © 2001, Stichting Centrum voor Wiskunde en Informatica
P.O. Box 94079, 1090 GB Amsterdam (NL)
Kruislaan 413, 1098 SJ Amsterdam (NL)
Telephone +31 20 592 9333
Telefax +31 20 592 4199
ISSN 1386-3703
	 
   			  		 	 
  
  	
 
 

   
  	

  
 
 

 
  

  
  
   !

 	
 
  	
 
    
  
   
	
   	  
  
 
     
   !"
 #  

$   	   	 
   
	
 
    
  	
 
    	
  
$
"### 
 $%& 	
'
( %&'() %&*+,
)  *(    
 -
 "../
 0

(  
  	  
  12   34 5		   6

	7
 	

  		 
   	
	   
    

   
 	  		    
 	 	  	   
	
	 	   		  
     
 

	

 
 		  		   	  	 
 	 	 
	 	 		 	  	  	  	 	
	  
	  
	 	 
 		   
  
 	 	
	
  	    	 	  	 	  	

 	 	
	   	  	 

	 	 	  

		
	 	  	  	  	  !
  	  	  
   	 		 	 !
  
	 
 	 	 
  
	 

   " 

 	 		 
	  	 	      	 	 
	

	
 	  	 
 		  	       #
	   	     	 
 		 
  
 	  
  		 #  	 	  	  
  
 	 		   	   
 	 	  
  	 $
	
 %"  	        	   

 	 	 
 	
 		    	
 	 & ' &()))*
  
	   
	
   %  +	 &,---*  
	

*
"+ !
 
,	 -
 
	. 	 
.	 
	   	  	 	 	  	 	 
	  

		  	   "
 

     

 	 
	 	 	 	 	 
  	 


 &/   ()))*
 !  0 
	  	 		 
     	
 
	 
		 
  
	  
	 1 
   2
  " 
  	 	  
  &% 3 +	 ,---*
    
	   	 	 	 		  	 

	
  	   " 	 	 
 	  	    
	  	 	 	
  
	   	   	  	
	
 + 	  	 !
	    !
	 
	 	  

	 	 	 
	 
   	 	
.  	 	  	 		 	 

    
   4	 

 &4	 ()56* 
  		 	 
	 	 


	   	 
   
	  
 	 
"	 &7
 3 .

 ()8) 9 ():5 %; 3 < ()=,* 

	 		 
  	 	  &
   ()):*  
 
 	  	  4>>?@ 0	   < 


	 
	    
 	 	 	 	  
  	

	 
	 	 
	 "	 
  	 

	 
 ! 		 
 
  
 	 	 	

	 	   
  	 
 < 
   	 

 &*

    	  	
   	     	 (A  

 	 	 	        !	 	  "	 
  	
 (A-    (5) #	   	  B &,---*  	 		 	 
 
	   !  
	  	    C ( 
	   	
 	  	 	 	 	 	 		 	 	 
   
 	 	  	 

    	 &+	 3 /
 D	 ())A .
  ,--(* 	 		 	  	   	
 
 	 		      0 
"	 	 	 	

    		 	  	  	    

	
 	 	 4	 

  	 	 	  0 	  


  
"	  	 	 
	  	 

	 
  	  

 	
  	 	
 

     	
   9E 1 	 	
 
 0	  	 	 
	
 	 &4	 ()56*



C
	

A &( 

*




&,(*
	    		   	 "  

	 D	 		 	 
 	 
  	 	   
    		 
 
	 	 	 
  "   

  F 
G  
&

*

H 

C 


   (  	 "    ,


 	    
  	  
  	 

	    

	  
"+ !
 
,	 -
 
	. 	 




B









I






7" I





 (J  4	 


	  
 	 0  


C 

C

A
5


( 








   	 	    "    
  	 , B 
!	 	 	  
 	 	 	 	 " 
 
 
 

   		    	 4	 

    	 
 	 	 		 
 	 

  
	
 %"	    


    

	  		  	  		
&9 ():5* %"	 	 	  B 3 9 &()))*   	
 
   
	J
  	 	  	 
	
 
   		 
 

  	
4	 

 	      	 	   	 
   	
	   B 3 9 &()))*
    	   

  	 4	 

 	 
 	
   	 	
     	   		
  	     
	 	   	  "	 	  	  	 
	
 		  Æ
	   	 	 


7 	 
	    
  " 	   	 "
	
	  	   	 	 	   $
	  + 	   
"	 		 	       	 &%; 3 < ()=,*  	

&9 ():5*   
  	 		  	      		
	
  	 &/   ()))*  #  	 	 
 "  	 	 	  
  	   	   	 
		  
	  
  C (    	 	  	   C ,
	 	 		  K
 	  	  ,  
  	   C
/+ 
 
 
  			 	 	 4	 

 0	  	 	  
	
 

	 


C


(,&( 

*














 &,,*
' "	   	 
 	 	 
  
 "	
 
 

  

1 "	  "
 

   	  	 		
	    	  	 $
	  	  
	 
 	 0
	 &,,*  	
 		  	  
		  7
 3 .

 &()8)* 
 
 	  
	
	    	   	 	 

	 	  

	 		  	 	   	 	
 $
	
	  

	  
   
  C 5   C :    C ---5 
     LE 	  C -A 0	 &,,*   C )A=   C (
  C (A-=   C , 	 		   	 	 "	
7 	
 	  	  7
 3 .

 &()8)*    , 7	  
	 
	   	    C , 	 + 	  

  	 	 	 	 		    	  	 	 2	 

 	 	 	 
	  / "  	   


	    C (A       
	  	

	 		  	  	 	 
  	  	     		 	
    -8A=  	 

 4	 

  &,(* 	 	 	
  
	 	 	 
	 		 	 	  	 	   
  	 		
 	 	 	 # 	 	
   	 	 		 	 	
    	  

	    C (A   	 	
  
 " 	 	 		 &	
*   	  	

 		  	 	 	 	 		 	 

	  
 	 	 	 
 	  	 4	 

 	    " 	

 	
 7" 
  	 	   	 $
  	

	     	 	 	  	 4	 

 7
 3 .


&()8)*       	 
    	
 
	  	 	     	  C )  	 	  
 	  C (A
 "	  9 &():5*  	
    1    		
7 	
 	  I	 
    A&* + 	 	
	  	
	  $
	  	 	 	
    
	 0
 
 2 	  

	    9 		 

   C (--   	
  C -,5=    	   C ,,= 
	 (8-)    	  
  	 	   		 	 0	
&,,*     ( D	 		 	 	
 & 	*   

	   

 	   	 	 
  
  	 

	 	 	
 &		*  7 	 
    	  ' 	 "	
	 	   
   	 

%"	  %;  
   1 
   

	 	 	  &  7*      	  

/+ 
 
 
 ,J J 
	  	   1J @$
	 2	  

	 	 
	  .		J L	
  D	 		 	  	
	 	 
	 	 
  $
	 	 	 	
  &7	 7
 3 .


&()8)**
/+ 
 
 
 AJ .
   	
 
 	  C (8-)   C (--   C -,5=
 	 C 668 <L   C -A &	 9 &():5* ,A(* &* I	
 &*   "   $
	 &
* 
 		   C ((
&* 
 		   C :
 (J 9 
J  C -,5=   C (-- 
 &* 1  &"	*   &0&,,**
,,=  (: ( (==
A6)  (6 ( (68
6(-  (5 ( (A=
=()  (, ( (()
=() 7 (5 , (68
((A)  (( ( )=
((A) 7 (, , (A(
(8-)  ) ( :,
(8-) 7 (( , ((A
0+ 1	
 
   223		 4
 
	 0	 &,,*   		 	  %; 3 < &()=,*  C -()- 
 C (--   C (--   	 	
   
 

 	  C (6 	

  	 	 
	   C (5)  0	 &,,* 7 
   		
    , 7 
   "
	  	 	 
 
 
 ,J %; 
J  C -,65   C (-- 
 &* 1  &"	*   &0&,,**
6-  (5 ( (A=
=6  (, ( ((8
(-- 7 (A , (A=
(56 7 (( , ((=
(6- 7 (( , ((8
,-- 7 (- , (-,
,A6 7 ) , )5
,5- 7 ) , )5
,56 7 ) , )A
A-- 7 : , :5
A6- 7 (- , =:
A6- (- A )6
	 	  	    	  
 	 A   	
 
 
 
 
 

  	 
    
	 
 "	  

		 	 
  /@9D7 &  " &
   ()):**

 	    	 	   		
 	 
 
  
	 	
 	   	 	   2	 	  	 !
	
  
	    	 
 

	 	  

   &()):*   		     

   	    
0	 	 	   
	
!	  	  	 4	 

 + 	   	  

   5   
 "
 
 0
  		 	  
		 	    	 	
	 	
 	 	 	 		 	
    	  
	  
 	 
	  

	    C (6 

	  &,,*   C (6,   C , 	 	 	 	
 &7* 	

  0
   
 
 		  	 	    	

  
 	 	 	 
 
 	   C (6  	 	


	
  	
   



  	
L	
 $
	   	 &* 

      	
 

  
  	    4>>?@ !	 0	J



	
 H 

 

C 



H 



 ,



&5(*

	
H 

C &

*

 



 &5,*
0+ 1	
 
   223		 4
 
 5J 	 	    
	 
 & C )88   C 8,6 
 C -68 *  
	 		 
 & 
   &()):**
< 	
 $
	  
	 	
5+ $	
, 

 
 
	
 	 	  ?
 	   #K  	 "    M- ,*
 	 

	 
	   	  
	    	
&	* 
 		    	 
	  C ( 	 	
 
		


C 

(,&( 

*   LE 	 	 
	 	  C 	   
	 
 "    	 	  	  9E  %0	
&5(*   0  0	 &5,*   
		 0	
7 < "	  	
  	 

	 "
& * C


	



&* 
&*
& * C


	



&* 
&*   #D
   	   
&*   	  	  	  	
   	
 :  	  !	 0	   		  	  
 
 	
	   	
 	  	  	   	

		 
 7N &@   ())=* 	  
	 
 	
 	
	 	 	   &	 
	  	 
	*  

 &
*

	 	 	 	  
  
  	  /   &()))*
< C 8   	    
 	 


  

Æ

    	  
  	      : 	 (,   
6   	   	    	 	   

	 C







( H



	










 	  C - &5A*
7 	  	 

	  	   	 
	
 	 	 	

 

	   	  !	    0 	 

    +	   &()))*  		  	 	
 
   C ((
 8  =   
	   	
     

 		 
		   
 F
G 
 0
   	  
	
  	
  	  
   :  	   	  !
	

	 	   
	 	 "	 
  '		 
	 
	  
	 	   	 	  	 	  0
  6 	 	 "
	   
 	  
	 , ! 2	 
  
	   "	 " 	 	
"	  	 
 	   
 
	 	  	  


! "
 

  

7 B &,---* 
	 	   	  0	 &,(* 
 	
		 	 
   

     &*  	 0 	
"	 
 O 4>> @ 3  &()5-* 	 		  "

 
  
   (6 "	 
   &*

	
 
B !  	
 	   "	  (6   	  2
	
		  
 "	   	 	  	  	 

  	
	 	 
 
5+ $	
, 

 	

300 300.1 300.2 300.3 300.4 300.5 300.6
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
Yamaki Cylinder
arclength
lo
ad
 P
n=12 
n=11 
n=10 
n=9 
n=8 
 
 6J D
 	 0 	  
	
 &7* 
  	
	 
  9 &():5*J !
	  	 	 

	  
5+ $	
, 

 		
300 300.2 300.4 300.6 300.8 301 301.2 301.4 301.6 301.8
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
x 10−4
  223   240   254
arclegth
λ
n=13, ρ=0.08
 8J  0
  	
 0   
    C
-,5=  C (,6   
  C (A N 
	 
	 	  

		  F
G   
  
  
 
  0	
 	  	 		  = & /   &()))**
5+ $	
, 

 	
 =J @$
	   	 
	   	  	  8 		
	 
 	  	 
 		  	 ,,A 
	 	 ,5- 		 	
,65
5+ $	
, 

 	
T=300 n=11
arc-length
lambda
300.00 300.05 300.10 300.15 300.20 300.25
0.0003
0.0005
0.0008
0.0010
0.0013
0.0015
2
3 4 5 6
78
9 10 11 12
15
16
17
18
19
24 25
26
Showing localization T=300
x
A1
0.00
0.10
0.20
0.30
0.40
0.50
0.60
0.70
0.80
0.90
1.00
-0.90
-0.80
-0.70
-0.60
-0.50
-0.40
-0.30
-0.20
-0.10
0.00
0.10
16 17
18
 :J &* L	  	  	  	 
  6   C ((J &(:*

  -=:


 &(=* 
  -6,


 &(8* 
  -A-


 &* 7	  	 FG <

	 


	 	 	 		  	 	 ,
6+ 	
, 7 	
 A 
   !	 	 	   	  "		  
 
	 	 	    	






C 





&6(*
   	 & 	 	0 	* + 


 	 "	 
 	
 	   	 		 


 0	 &,(* 	 
  &*
K
     	  
.	   &()A5* ,A=?)() (6 ,A6 -A(
.		 3 ' &()A8* 566?5(8= (: A,- -A,
@ &	* &()A5* AA,?(5,5 () ,6A -A8
@ &* &()A5* (8(?(58: ,( (8( -A-
/0	 &()AA* A8-?(5-- 56 (-85 -5)
 AJ %"	  	 	 0	 &6(*
   

  
	  	 
	  	 0 	  6   
	 4	 
	
  &,(* + 
   	
	  	   	
 	 7  "	 	 	    	  	  
  	 
  	  	 		 		   	 

 	
 &
* 		  	  &+	 3 /
 D	 ())A +	  
()))* # 	 1"  	 	 	 4	   	    	

 	 	 	  "
	 	    	 
 	 
	 	 
 
 	 
   

  	 	 

	 	  
)  	 	  0	 &,,* 	   	   	
 	  	
	
   	 !	  	  	 	
   	  	

		 
 7N &@   ())=*   	   		 
	  "  (,:=   C (--  (,)=   C (,6 
	 		 	 1"
    
	  "	  &*


  
  	 	
"	 
   	  
	    
	 !	 
	  
 	  	 4	  " &,(*
# $
	 %
#  			 	 	 	 	  0 	   6  	
 		 	 

	   
  
  	 $
	 4	


  &,(*    	 	 
2
	 ? 		   & C (  ,*
	   	  	 	 
	  	 	 		
 		 	 

	  	 
 	  	 	 	

 ' 
 !    	  	 	 #	    
"  "	  
 
  	 
	  	 	
 
	 "	 
	   "  	 	 	  		 	
 &9 ():5*  &%; 3 < ()=,* 
 	  	 
 
	 
 
   	 
	 
 $
	 	 
   
  !	 "		
6+ 	
, 7 	
5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7 7.2 7.4
−10
−9.5
−9
−8.5
−8
−7.5
  n=13
  n=14
  n=15
  n=16
  n=13
  n=14
  n=15
  n=16
  n=9
  n=10
  n=11
  n=12
  n=13
  n=14
  n=15
  n=17
  n=18
log (R/t)
lo
g(λ
m
)
 1st min, L=160, 1/R=0.01 and 0.008. Slope ≈ 1.3
 )J 
   
 "	 /   C (--  
 C (,6 B 	 &* C 8- 	 	   6
6+ 	
, 7 	
  	 
2
	 		    
  	 4	 

 	 	 "

 	  	  9 3 B &()))*  	 
 
 	 	
	
 &*    " 	  	   
 		 	 

    	 
 		 	 	 
 	
  
	  	 
 / 	
	 	 	 &	* 	
 
 
  
 
    	 "	 
  
2  &% 3 +	 ,---*  	 
	 	 	
	 	 
	    	   	 
 
  	 
	 	  
 7  
	 
  	   2 
 	

 	  !	 
 		 	   
  	 		
  	 #	  	 	 		  		 	 

	 
	
 	 	 			 	   " 	  	 	
  
 	  


#	  		  	  	 
  
		 	 
   "
	  7
 3 .

 &()8)* & 	 ,* 	 	 	

   	  	
 	  	 
 	 &	 (: :*
.	  	 	 	  	    	   
 	
 	   I	 	 + 	 "	 	  	 &2	
 
*  	 		  	   	      
0
 #	 	 	    
 	  	 	 
		 
 	 	 	 		    
  
 
	    
	 
 
  	 	    	

   	 	 
  	 	 		 		 	  	 D

&
   ()):*  "	 &%; 3 < ()=,* 
 	
		 
  	   	 	 	      	  
 7

 0 		  	 	   	 0    F	 G
	
	

7
 P 3 .

 B @ ()8)  !
	   
	  	 
 


  !"# $ !   ,:?A:
.		 ' 3 ' + ()A8 O
 Q  		 Q 		
R	 
  /QQ	 %	
  A-)?A(,
.	  P P B B 3 O 7 . ()A5   "	  

 	 
	
	 &
 !"# !	 #
  68)?6=:
. B P +	 < ' 3 4 K ,--( 7		
  
 
 
 	 	
1"  	 ' "	 %	
 7  ,)A6?,)85
B B K ,--- 7 
 "   ()* 	+ @ @
< < 3  P < &* !,
 
  
 	  
 "
@
	J 4 7

 L
@ %P B 7K  K 4	 97 	 . 3
' SP ())= !-&.(/ 	

	
 
 	
 	 	 	
 0

 1	
 7   	  &



 
	
&	'((	
@ / + ()A5 7  	  
  	 
  " 

  &
 !"# !	 #
 	

 =)6?:-8
%; 1 3 < . ()=, <
	 D
	  	 <  "
	 " .	  4  " &(,* A6A?A6)
% L K 3 +	 < ' ,--- 1 2  	 
  		  	J 

	 	 2
 $  	
%
   (-8=?(-=)
+	 < ' 3 /
 D	 % ())A 1" 
	
   "  


 !"# $ !  &A* =-,?=-8
+	 < ' / < P 3 B 7 K ())) +

  	

 	
 	 	
  "
 

  3	 	
!  #

  ,A)?,6(
7898788$ 	
4	 '  ()56 .
   	  1 L@ 	 


+
 @	 &

 N	  @	* + % 		
  D77 & &
4   :AA ()8=
/ < P B 7 K 3 +	 < ' ())) B		  

 	
 	 !	 0	J  
	 	 

  
 "2! $
" 3	 &,* 6)(?8()
/0	 % ()AA "
  	 
 
 
 
 		
 

	 D7B7 K	 5=A

 4 +	 K K		  3 K 1 ()): "	 5
 

	

 
	

	 
 ) 
 ,  
 
 %"6 ! L

6	 #	 /@9D7 B 	  1
 ()):
 4>>  @ / < 3  +  ()5-  $
  
	  	

 

		
  	
	 $ !	 "
  ,=8?,:)
' 1 4 ()))  	
 		  	
 	J   


   ) 	+ B 7 K +	 < ' 3 
P 1  &* %	7	
 
 	 , 
 	 
 J '

	 
 L
9  3 B P < 7 ())) B		 	 	 	   "

 
 !"# $ !   ,))?A-)
9 D ():5 #  	  
  7 1		
 
1

  ,= %
